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ПРОГРАММА ЭКЗАМЕНА ПО МАТЕМАТИЧЕСКОМУ АНАЛИЗУ 
( Т курс, Т семестр, 1980-Т98Т уч.г.) 


Язык теории множеств. Множества, функции, отношения. 


Мощность множеств. Теоремы Кантора-Бернштейна и Кантора. Счетные и 
несчетные множества. 


Вещественные числа. Аксиомы и следствия из них. Принцип Архимеда. 
Теорема о вложенных отрезках. 


Комплексные числа. Теорема единетвенности. Геометрическая реализация. 


Метрические пространства. Примеры и основные конструкции. Расширен- 
ная вещественная прямая. 


Основные понятия теории метрических пространств. Шарн, сферы, диаметр. 
ограниченность. Открытые и замкнутые множества, окрестности, замыка- 
ние и внутренность. Точки прикосновения и предельные точки. 


Непрерывные отображения. Различные определения. Теорема о композиции. 
Равномерная непрерывность. Гомеоморфизм. Эквивалентные расстояния. 


р отображения по подпространству. Предел последовательности. 
редельные точки последовательности. 


Последовательности Коши. Полные пространства. Геометрическое опреде- 
ление полноты. Примерн. 


Полнота пространства ограниченных функций. Теорема о пополнении. 


Предкомпактные пространства. Геометрическое определение. Основные 
свойства. 

Компактные пространства. Основные свойства. Эквивалентность трех 
определений. | 


Последовательность точек на компакте сходится тогда и только тогда, 
когда она имеет единственную предельную точку. Верхний и нижний пре- 
делы числовой послеловательности. Их свойства. Критерий сходимости 
числовой последовательности (совпадение верхнего и нижнего пределов). 


Теорема о непрерывном образе компакта. Следствия. Теорема Вейерштрас- 
са. Применения: неравенство Коши; основная теорема алгебры. 


Непрерывность алгебраических операций. 


Связные пространства. Связные подпространства В. . Теорема о непрерыв- 
ном образе связного пространства. Теорема Больцано. Следствия. 


Критерий связности. Линейно связные пространства. Связность произве- 
дения двух связных пространств. Негомеоморфность отрезка и квадрата. 
Связные компоненты. Открытые подмножества №, 


Монотонные функции. Основные свойства. Корень и-ой степени. 


Логарифмическая, степенная и показательная функции. Основные свой- 
ства. 


Число е. Производная логарифма. Иррациональность е. 


р 


АНАЛИЗ 
Тема ©. Мощность множеств. Счетные и несчетные множества. 
Опр. Х равномощно У, если существует биекция Х —У. 
Равномощность обладавт свойствами отношения эквивалентности. 


Сравнение мощностей. Говорят, что мощность Х < мощности У, если сущест- 
вует инъекция Х >У, т.е. Х равномощно части У. Корректность определения 


следует из шин теоремы. 


Теорема. (Кантор-Бернитейн). Если Х равномощно части Уи У равномощно 
части Х, то Хи У равномощны. 
Доказательство. По условию существуют инъекции 1 :Х->У ид: У-Х. 


Нужно доказать, что существует биекция К: Х У. "Склеим" |. из уф: а ‚ т.е. 
докажем, что существуют такие А,Вахи А’, В'СУ, что АИВ=Х; АЙВ:= 6; 
АВ = у; АПВ, = 0; [(4) Аи (В) = В: (Тогда Г. можно определить как 
ет / ! 
на Аи на В). Заметим, что В,А и В однозначно воостанавливаются по 
А: А’ =. (А), В =С и В = (В°). Для выполнения требуемых условий необ- 
ходимо и достаточно, чтобы А удовлетворяло уравнению: 
д=С, (4—(6. 14 (А)))). 
Иначе говотя, определим отображение Е: ФЗ (Х) -—>3 (Х) формулой Е =С° 956; - 
мы должны доказать, что Е имеез неподвихную точку. 
Лемма. Для любого семейства (Ах). = подмножеств в хе ( 0.1») =П Е 
(проверьте сами!). р р 
Положим А = ХАРООЙ Е `(Х)П..... По лемме Е (А) =Р(®) ПЕ `(Х)0. .=А, 
что и требуется. Теорема доказана. | | 
Теорема (без д-ва). Любые цва множества Х и У сравнимы по мощности, т. 
е. либо Х равномощно части У, либо У равномощно части Х. 
Опр. Х счетно, если оно равномощно №. _ 
Предложение. Любое бесконечное множество Х содержит счетное подмн-во Д. 
Всли Х\Д бесконечно, то Х\Д равномощно Х. 
Предл. Подмн-во счетного мн-ва конечно или счетно. (Это значит, что 
счетное множество самое маленькое из бесконечных мн-в.) | 
| Предл. Объединение счетного семейства счетных мн-в счетно, и, 
Доказательсво. Достаточно д-ть, что А «№ счетно. Имеем: КУхМУ = 0 Я [248 
— объединение счетного семейства конечных множеств, следовательно, счетное. 
Следствие. (С - счетно. 
Возникает вопрос, существуют ли вообще несчетные мн-ва? 
Положим 2^ = Мар (Х, [0,т0 ). Очевилно, 2 равномощно К (Х) /каждому 
А<Х отвечает его характеристическая функция ХТ )). 
Теорема. (Кантор) Ни для какого Х # @ не существует сюръекции Х -> 2%. 
Док-во. Пусть х +> х - Такая сюръекция. Определим де 2 (ормулой Я (х) -- 
=Т- 4 (х для всякого хеХ. Тогда для любого х О 7 4 ‚ поскольку 
(х) # 4,(х). Противоречие! 


Метод доказательства называется диагональным процессом Кантора (почему диа- 
гональным - можно понять на примере Х =А). 


Опр. Говорят, что мн-во, равномощное 2’, имеет мощность континуум. 


Гипотеза контиЕ а. Не сущ. мощности , промежуточной между счетной и контину- 
ом. /П.Коэн в 1963 г. доказал ее независимость от других аксиом теории 


множеств./ 


КОМПЛЕКСНЫЕ ЧИСЛА 


Рассмотрим вешественную плоскость [82 т.е. двумерное векторное простран- 
ство над В . Мы хотим сделать В’ полем. Естественно потребовать, чтобы 
Х. (=: 2 = 22. Ул В. 8К7Это значит ‚что а образует алгебру над №./ 

Теорема. На К” существует и единственна с точностью до изоморфизма струк- 
тура алгебры над В , превращающая В” в поле./Зто поле называется полем ком- 
плексных чисел и обозначается ©./ 

Лок-во. Пусть (1,4) — базис в 52. Стобрахение > В (Х уе №4) инъек- 
тивно и является гомоморфизмом полей, т.е. можно считать, что В=в“ и ПИ- 
сать Л вместо ^*[. итак, элементы Е имеют вид а + В) ‚ а,вевВ.. Имеем: 

(&+81)(©+4)= ое + (бе+о 4 5 + (4.17 так что умножение однозначно определяется эле. 
ментом {® =р]{+ 4 /р,9 Е /. 


Лемма. 4 сеФ: (”=-4 


1 7- 7 
Лок-во. Имеем: (}- = + в „ЕСЛИ й, + Е О, 0+1. У“ для не. 
которого се, то (1-2) «*-0>({-2-*)0-5+%) =0  . Это противоречит тому, 


что © - поле /не имеет делителей 0/. Итак, (-2)”<0 ев ПЕ Е” ДлЯ 
некотрого те В, ХО. Положим = и Е 
З базисе /Т, ©6 умножение имеет простой вид: 
/=/ иене — (ае-60 ) + (а +466) 

Епинственность уже доказана. Ссталось проверить, что если умножение за- 
дано /х/, то выполняются аксиомы поля. Проверим выполнимость деления на?=20, 
Если Я =а+ вс, то положим = а - в. /комплексно сопряженное/. Имеем : 
2.2 = а° + в“ >0. Положим |=|=\|2.® - модуль = . Стсюда = = и” СЯ 
Свойства:1/2 +2 - автоморфизм поля ©; 2/ [2,2 Е <|=2|+|2. |. 
Геометрическая реализация: при перемножении комплексных чисел модули перем- 
‚а =. ножаются, а аргументы складываются. 





Тема 4. Метрические пространства 
Спределение. Расстоянием в множестве Е называется отображение ({:ЕхЕ >В у 


‘уловлетворяющее условиям: /Т/ @(х,х) =Ои 4 (х,у) > 0 при хжу. 
/2/ @(х,у) =Я(,х) Ух,увЕ. /3/ фк, 46,у) +4 (у,2) У х,у,2еЕ /нер- 
во треугольника/. Пара (Е, © } - метрическое пространство. 

Примеры. Т. К с расстоянием 4(х,у)=х [ры 


ю. Сс фасстоянием (>, иг) = 2 -“А|- 

3. В" с эвклиловым расстоянием &(,у) = у> (х; ы у} 

4. В° с расстоянием (ху) =к, -у,| +\х,-у, |. 

5. А — произвольное множество, Е = В(л) - множество ограниченны? 
функций А-В. с расстоянием 4 (4.3) = ей 29-991. 


6. Е - произвольное множество, (С,у)= Т при хру. это - дискрет- 
ное пространство. 
7.Пусть р - простое число. Спределим функцию и? : 6 49} > = 


р - показатель; \/7е=@\`\1[0$ представим в виде р“. №, где и, и - взаимно про- 
сты ср; &,@)=к. Очевидно, ‚(ху О УХ | 

Подожимс( р(х,у] = р-\е (6-3) при хху, исС,х) =0. Это - р-адическое рассто- 
яние на @ . Выполняется более сильное услвоие, чем неравенство ТВОЕ Вя 





|] 


/т.14 Метр.пр-ва р 


ай 
Ч (ка) илкик (644) „4: 2)) — ультраметрическое свойство. 


Конструкции: Т/ Подпространство Е=Е. „ : 
2/ Произведение: (ЕТ, -Г И Е, < 2}: расстояние в Ётх Е опре- 
1. 


деляется фор лой {(х,у = илом (403, «Соч 7). Можно также взять сумму рассто- 
яний или Га А, | | | 7 

 З/ Биекция.й : Е Е называется изометриеи, если <) #(ч)= 
Ч сх ч).Пусть теперь Е — метрическое пространство, Е - некоторое множество, а 


/:Е — ЕР - биекция. Спределим ресстояние на № формулой ЧС, у) = (2, 204)). 


в становится метрическим прострастввм, а { — изометрией. Пример:расширенная 
вещ. прямая В. Функция <= яна В есть биекция &-* (-Т,Г). Сбратная биек-. 
ция задается формулой (у) = У4-19] ) ‚ Присоединим к [® 2 точки 452 и -©0: 
Б. = ВИ ®,-®7 ;продолжим { до биекции { : В->[-Т,Г] : оз) = ЕТ. В - метр. 
пр-во с расстоянием 4(х,у] = | 29-241. Перенесем в Вс [-1,Г/отношение. поряд- 
ка < /на(® оно совпадает с обычным, и -2> < к <+< Укей®/. Непустые подмно- 
жества В всегда ограничены, т.е. заРА и и А в В определены всегда. 
Замечание. Фактормножество метр.пр-ва по некоторому отношению эквивалентно- 
сти может не быть метрич.пр-вом. 

Словарь метрич. пр-в. (Е,4) - метрич. пр-во. Элементы Е - точки. Если аеЁ, 
#>0, то В(а.о) =ДхеЕ | 4 (а,х)=<*тТ- замкнутый шар; 9@;х) = [ хеЕ|(а,х)< ег - 
сткрытый шар, $ (а;*) =[хе Е Ч@,х)=7} — сфера /все - с центром в а и ра- 
диусом 2. Упражёние. Построить примеры; б/верно ли, что замкнутый шар - за- 
мыкание открытого; в/верно ли, что шар большего радиуса не может оказаться 
внутри шара меньшего радиуса? 


Если А и В-непустые подмножества Ё, то ав 4 к4)_ расстояние 


между А и В . Замечание Если А\В & ©, то (А.В )= (0. Более того, может быть 
и 4 (А,В] =0 при АВ =В. ру 
Расстояние от точки до множества: {(х,А\= 4 (1ж%,А}. 
диаметр АХ @: ом А = 6 о х,у) /он может быть +е/. 
А-ограничено, еслифимАС Ее”, Пример: ом В(а;2) < 2%. 


‘Утверждение. сли А и 3 ограничены, то АУВ - ограничено. 


_ Вок-во: более точно, м (АОВ) < мл (А дом. В + (А, в). 


множество ЧЁ - открыто, если оно с каждой точкой а<«У содержит некоторый 
открытый шар^У(е;*) ‚*>0. Й и Е - открытые множества. 
Утв, Зсякий открытый шар — открытое мн-во. 


д-во: Еоли хе (а; 6), то Л, с-(а,х)) &Уь.ь). 


Утв.Сбъединение любого семейства и пересечение конечного семеиства от- 
крытых множеств открыто. а 
Кокаоирос чи 


Задача. Сткрытые мн-ва в \\ это объединения“Счетного семейства непересекаю- 
ющихся интервалов (в В). 


Сткрытные множества —- объединения семейств открытых шаров. 
Примеры. Т/В дискретном пространстве всякое подмн-во открыто. 


2/Если ЕеЕ - подир-во, то открытые мн-ва в Р - это мн-ва вида 
ОПР ,где\ - открыто в Е’. л-во. Счевилно, У аеЕ имеем 0_(@©, <) ПР. щ 


Скрестности: Пусть 2 = АЕ. Сткрытой окрестностью А наз. любое открытое 
множество, содержащее А, а окрестностью А любое мн-во, содержащее некоторую 


/т.4 ыетр.пр-ва/ 3. 


открытую окрестность А. Ёсли А = ху, то говорят об окрестностях точки х. 


„ 


свойства: Г. 0 ДАСЕ ие мн во» (А )=хеЕ |«((х,А)< -сткрытая окрестность А. 
2'Пересечение конечного числа окрестностей А - окрестность А. 
З.7- открыто < У является окрестностью каждой из своих точек. 


Знутренность. Точка х - внутренняя точка А, если А - окрестность х. А? /Ипли 
ы\ф А/ =РХ — внутр.точка АУ - внутренность А. 


Свойства:Г. А-есть наибольшее открытое множество, содержащееся в А. (МА) 
2. Роли АеВ, то Абс ВО. З.(АПВ)О = АО ВО ШМА,ВеВ. 


Точка хЕЕ - внешняя для А, если она - внутренняя точка В \А. 
Утв. х - внешняя для А<7 &(х,А)>0. 
Спр. Замкнутое множество суть дополнение открытого. 


примеры. @,Е; в дискретном пространстве всякое мн-во замкнуто, если ЕсЕ -под- 
пространство,то замкнутые мн-ва в Р = пересечению замкн.мн-в в вс Р; замкн. 
шар и сфера - замкн.мн-ва; одноточечное мн-во - замкнуто. 


утв. Пересечение любого семейства и объединение конечного семеиства замкну- 
тых мн-в замкнуто. 


Опр. х - точка прикосновения А, если всякая окрестность х имеет непустое пе- 
ресечение с А. Множество всех точек прикосновения А наз.замыканием А и 000- 


значается А. Пример. Если АС\№, то зар Аи ‹м^ф А лежат в. | 
Свойства. Г. х - точка прикосновения А (=> х - внешняя точка В\ А, А-а 
2. 1 - наименьшее замкнутое множество ‚содержащее: А. — 
3. А = замкнуто<= А = А <=> А содержит все свои точки прикосновения. 
4. АсВ=> АеВ. 5. АВ = АВ. 


Спр. Точка х - предельная точка А, если любая окрестность точки х содержит 
бесконечное мн-во точек А. Мн-во предельных точек А обозначим через А“ 


Предл. А’замкнуто для всякого А. Имеем: АлАеАеА. 
Спр. А плотно относительно В, если ВсА. Если А плотно относительно всего Е, 
то говорят, что А плотно в ЕЁ или что А всюду плотно./Это значит, что А = Е./ 
Пример: &® ивВ\0 плотны вВ. 
Непрерывные отображения. Пусть(®, 4) ке 1 метрические пространства, 
[:Е >В: Отображение 7 наз.непрерывным в точке хеЁ, если для всякои окрестно- 
сти М“точки м: В найдется окрестность\У точки х, в Е,такая что 4(и)< м. 

— непрерывно в В, если оно непрерывно в каждой точке Е. Переформулировки: 


т РВ: 2 в ы р Е ` 
РВ аа (к) есть оврестн, хе 20: 
Предл.Следующие условия эквивалентны: 1/4 непрерывно; /2/прообраз { в 
а того Е открыт в Е;/З/прообразы замкнутых множеств замкнуты;/4/ 
МАС = 
х. | ыа [ - 
предл. Пусть {:В->Е непр. в ХЕЁ, а 9:8 +Е- непр.в 96) ь 
вх... В частности, композиция непрерынвых функции непреры8не. 


Следствие.сгр ничение непр.отображения на некоторое подпр-во непрерывно, 
пределение. Д:Е -> "равномерно непрернвно, если УЕ?0 4$>0 : {(%,4)< х = 4 (294) 
редложение. Равномерно непрерывное отооражение непрерывно. <= 


Примеры. Следующие отображения равномерно непрерывны: /Т/ Вложение Е —>Е 
ИЕСЕ ; /2/ Проекции ЕхЕ-ЕиЕхР->Е; /3/ Зункция расстояния (:Е хЕ> 
> (В; /4/ М АСЕ Тункция х\-> (<, А] : 

функция х 2х из В в К непр., но не равномерно непр. 


Тогда оф непр. 


& 


Продолж. темы"метр.пр-ва". 


-1 
Опрделение: Ё Е ->Е - гомеоморфизм, если {- биективно и { И { непрерывн. 


Ви Е гомеоморфны, если 3 гомеоморфизм Е - Е’. Гомеоморфность - отношение эк- 
вивалентности (т.е. если Ри и -гомеоморфизмы, то /4и 4°$ - гомеоморфизмы). 


Топологические свойства (понятия) - инвариантны относительно гомеоморфизмов 


(т.е. их можно выразить в терминах открытых множеств). Пример. Понятия ок- 
рестности, замкнутого мн-ва, внутренности, замыкания, плотных мн-в, непрерыв- 
ных функций - топологические; шарн, сферы, диаметр, ограниченность, равно- 
мерная непрерывность ф-ий - нет. 


Иначе говоря, пусть в И с. - два расстояния в одном пространстве Е, Ети. 
Е - соответствующие метрические пр-ва. Если тождественное отображение ЕТ в 
Е - гомеоморфизм, то 4 И с. называются (тополбически) эквивалентными. Други- 
ми словами - в ЕТи Е совпадают семейства открытых множеств тогда и т.т.,ко- 
гла всякий открытый в ЕТ шар открыт и в № и обратно у откр. шар в Е открыт 
в Е:. Если 4%: Ер > Е - непр., а обратное отображение - нет, то метрика 
(топология) Ет сильнее, чем в Е (в более сильной больше открытых мн-в). 


Примеры. Т. х => х? - гомеоморфизм (в дальнейшем гомео) В-> В. , но не равно- 
мерно непрерывный. — 

=. Обычная метрика. в & эквивалентна индуцированной с К. 

3._ Три метрики в В: эвклидова, |х, - у +|х,- У и мах [х, - У, 1х - 5) 
эквивалентны. То же для любого произведения Ех 8: Это следзет’ из’ Нерае 
венытв: 2 мах (1..1), > мах в,), (Уч. т. >20) 

\2' мах (1, ,1.)> НЕ >  мах(®, а). о 

4. Лискретная метрика на В. сильнее обычной. 


5. Отображение -———> в (№  ("наматывание ")биективно и непрерывно, 
но не гомео. г | 


Пределы. Пусть Е - метр.пр-во, АЕ, АЕАХА, [: АЕ. 
Определение 44 (х) = а’ , если отображение $ :А0/{а\-> Е’ 
—_ @ (х) = [#09 и непрерывно в т.а, 


орероищирови- Т) \ окр. Ч” точки а'вЕ’ З окр. (/ точки а ВЕ, что 
ПА )— 
2) М=>0 Ч 5>0 : хЕА, 6 (х,а)< 4” = [4 (х), в) 26 | 


Эти определения имеют смысл и при аед, но тогда Ам равен 4 (а). 


Примеры. Г)Если х, - не изолир.точка Е, то вместо 4х пишут просто 
2) Боли Е =В,, то Си 
пишут ЧАм^ И о ® 7 ке а. 
Х>кК.-0 Х->Х.+0 ВЕЕИЕ м 
3) Предел последовательности А = А ‚а=*+® ‚ ЕВ Аим а 
Критерий выше означает, что [1 храа => \ окрестности МЭ а почти все точки 
х; (крёме конечного числа) ”Лежат в\/ <=> \>0 9 по: П> п, = а, хх 
< О в) а ии 
В = называется равномерной схо й. 
о) Сходимость функций со значениями в ТХ 42 - пОКоординатная - 
Простые общие свойства. Г) Предел может быть только один. 
к) {: > Е’ непр. вт. х, - предельной точке Е \ [хох ме В =4 (4 
3) Пусть а’= йж 4 (х) В ‘_ Ди 
у м Х/, ВсА - такое, что аеВ . Тогда а = 4 (х) 
ХА В 
4) Если а’ = бы #0) ‚и д: Е >Е - непр. ва”, то 4 (а') = Ам 4е#(х) 
Хх & ? хХ> 4. | 


ХеЕА ХЕА 





Ке Е\Ах с\ Хх? Ко 
- лево- и превосторонние пределы (иногда 


—- 





Продолж.метр.пр-в _ р р ЗИ, 
Предложение.Пусть 4 : А Е, аейд . Для того, чтобы и Хх) =а 


‚ ХЕА 
необх.и дост. , чтобы хн>а , ХЕА ==> ((х/) —а. 


«Необх.вытекает из утв.4)выше. Дост.: Пусть а’не есть Иифа) . Тогда4#>0 


такое, что У РЗ С еА: 0 (х,а)<©, {/Их,) „ХА 6 . Это значит, 
что хи ->а, (хо) >" р к | 


/ 
Следствие. {: Е >Е - непр. в т. => послед. № (=) > Их). 


Опредедение. Точка в - предельная точка последовательности (х ‚ если 
у И, э в Ч беск.много таких номеров п, что хе\ . 


Подпоследовательность (х_) есть последоватеньность К +> Хи где К - 
|-> ик - СТрого возрастающее: отображение [\ > №. 
Свойства Т) Предельная точка последонательности - предел некоторой под- 

последовательности 

2) Сходящаяся последовательность имеет единственную предельную 

точку (ее предел); обратное, вообще говоря, неверно. 

3) Множество _прею льных точек любой последовательности з о. 

Ь_____4 УАЕ А - мнво предельных точек последовательностей из А.. 


Нолные пространства. 
Определение. Последовательность (х/) в метрич.пр-ве Е наз. послед.Коши, 
если УЕ>0 Зи: Ву>и, => о (КЬ, 4) <Е 
Свойства: ‚) Всякая сходящаяся:посдедовательность есть послед.Коши. 
и Всякая послед.Коши имеет не более одной пред.точки, и если 
имеет пред.точку, то сходится к ней. 
Определение? Е полно, если\ послед.Коши в Е сходится. 
Теометр.переформулировка: Е полно<=—=> \/стягивающаяся послед.замкнут.шаров 
ВЕ (т.е. В283.. , и радиусы В,» 0) имеет непустое пересечение. 
Д-во. > сть В =В(х ;2_). Тогда (х_) - послед.Коши, т.к. #,„-> 0. Ясно, 
что СоидХ. ежи в , от у: ^п “ 
<) путь) - послед. Коши. Построим по индукции стягив.послед.замкнут. 
шаров В (ад; И›"-!), такую, что У п пощти все хи Лежат в Ва; и" ). 
р хе ПВ; (ясно, что П Вусостоит из одной точки). Тогда х - пред.точ- 
ка (хп). 
Примеры. р В. - полно (т. о стягивающихся отрезках). 
2) С, произведение Етх Ё› двух полных пр-в - полно (=> -полнд 
р Дискретное пр-во полно. | 
4) Если Ас Е - полно, то А замкнуто в Е. Обратно, если Е полно и 
А замкнуто в Е, то А - полно. 
5) Следствие из 4): полно, т.к._оно изометрично отрезку|0,1 |; 
К. в метрике, индуцированной с В, не полно. В частности, пол- 
нота, и есть топологическое свойство. 
6) Пр-во В(А) огранич.ф-ий А ->® полно. Более общо: пусть Е- пол: 
ное метрич.пр-во, В(А;Е) — пр-во огранич. отображений ] : А > 
(с метрикой ({ ($, ) = 54644), 469) ) . Тогда В(А;Е) полно. 
Д-во. Пусть (4) - послед.Коши в В(А;Н). Это значит, что У2>0 У: 
УР 9 >ио,У6еА 04. (4) 4465) са. тсюда 664 послед. ($,(+)) - носле- 
довательность Коши в Е => 34(%4= м д бикохруем Е>0, выберем п_ как вн- 
а. 


ше указано, фиксируем р и устремим“ получим: (1449 = 
= ОЕ с \У+ (испальзовано, что функция х +> А(х,а) НН на). 


Отсюда {е В(А;Е) и { =. фи „что и требовалось. № 

Пополнение. Теорема: \/ метрич.пр-ва Е Ч изометрия] из Е в полное пр-во 
Е, такая, что 4 (Е) плотно в, Ё наз. пополнением Е. Оно единственно: 
если{ : Е »Е - другое пошполнение то 3 { изометрия 9 из Ё на Ж такая, 


р, 


Пр.темы"метр.пр-ва" к 


21 
что = 19 ^ А 

Д-во. Существование, Лостаточно построить полное Е и изометрию { :Е >Е (тот 
да можно взять”№= (Е) - замыкание). Положим Ё = В(ЕУВ) и определим отобра» 


жение Е >Е формулой а 5 (х)= (ха). Ясно, что |\. ®-Ч(9=4@,‹)-{@)|< (2,8) 
и равенство достигается (например, при х=в). Значит, а +> У. - изометрия, что 


и требуется. (Здесь есть небольшой обман: Уе В(Е;В) лишь если Е ограничено; 


в общем случае возьмем Уа(х) = ((х,а) -@(х,х.), где х.- фиксир.точка Е.) 


Единственность. Каждое хе Ё представляется в виде х = 2-4 (хр) ‚ где хе Е. 

> С Ь # н п ъо | 
Положим 9 (х) = м (хи) (проверьте сами, что это опрёДеление корректно и 
задает искомое отображение). 


Другая конструкция.Е: Назовем 2 последовательности Коши (х:) и був. 
эквивалентинми, если дем %(х,ут) =0. Точки Е есть по определению классы эк- 
вивалентности последовательностей Коши. Расст. в Е определяется формулой 
(ху) = чи (х»Уц)» где (хр) и (у.) - последовательности Коши, представ- 
ляющие хи у. Пр-во Е вкладывается в В: ан (х_=а; / п). Проверьте полноту Е 
и корректность всех определений. 

Именно так Г.Кантор строил [Е исходя из &. 


Пример. Пополнение @ по Р-адической метрике называется полем рт-адических 


чисел‘ обозначается ©. р’ Проверьте, что сложение и умножение в © продолхжа- 
ются по непрерывности на @ . и превращает © _ в поле. 





Связные простренства. Определение: Метрическое пр-во Е связно, если не су- 
Ществует двух непустых открытых мн-в Аи Вв Е, таких что АПВ = би АВЕ. 


Предлижение /Связные подпр-ва В зто в точности всевозможные промежутки, т.е. 
отрезки, интервалы, полуинтервалы. 


Д-во. Пусть Е связное подпр-во Е. Если Е состоит из одной точки, то Е - про- 
межуток. Пусть Е 2{а, в и а< в. Докажем, что Е >›[Га,в1. В самом деле, если 


се (а,в) , сФЕ, то мн-ва {х<Е| х>с{ и [ хЕЕ| х<с% непусты, открыты 
в В, имеют непустое пересечение и в объдинении дают Е, т.е. Е - несвязно, 
Пусть р = Ц4Е, 4 =5мр Е; ясно, что р<9, . Пусть р<с< ,. Докажем, что 
СЕЕ. В самом деле, по определению 4 и}змр Чаив, такие, что рхас<с<в 
< 4. ‚ па,веЕ. Но тогда Га, в 1еЕ => сеЕ. Итак, Е>(р,9) и, значит, Е есть 
один из четырех промежутков (р,4.), [р,4), (р,91 или [р, 91. 

2} Пусть Е - промежуток в В. Преди., что Е= АУВ, где Аи В- непустые от- 
крытые мн-ва в Е, АПВ = би АОВ = Е. Пусть аеА, веВ (можно считать, что 
а<в). Пусть с =<ирАЙЁ,в] ). Рассмотрим две возможности: (1) сеА =с<в 
=> 9 (с, с+е]< АаГа, в] ==> сйзиР (АП[а,в]); (2) сеВ = с>ъа => 4 

К, с=Е ЕВ П[а,в|=2с ХЗир(АП Га, в] ). Противоречие! 

Предложнние. Пусть А Е ->Е”- непр. Если АСЕ - связно, то 4 (4) связно 
(непрерывный образ связного пр-ва связен). Д-во. Ясно, что $ непрерывно как 
отображение А > 4(А), так,что можно считать, что А = Е, и 4 (А) = Е’. Если 
Е = ДОВ , где А’, В’- непустые, открытые и Д’а В'= 0, Е =# (а) 047 (8) 
где 7 (А') и (6) - непусты и открыты, и [7 а’) п (в) = 0. Значит, 

В — связно. 


Следствие: (Теорема Больцано). Непрерывная ф-ия {: ЕВ, тде Е - связно, 


Продолх. темы"Метрич. пр-ва" 4. 


принмает все промежуточные значения ,т.е. {(Е) вместе с любыми точками а< в 
содержит весь отрезок Га, в. 


Следствие. Если /:[а,в] —К -— непр., и [(а) (в) < 0, то ур-ние # (х)=0 
имеет решение на (а,в). Корень можно искать методом "деления пополам“. 


Следствие. Всякий многочлен нечетной степени с веществ. коэффинйентами име- 
ет вещественный корень. 


Как доказывать связность пространств? Предложение (критерий связности); 


Пусть 3 аеЕ такая, что УвеЕ пара {а,в\ содержится. в некотором связном 
подмнохжестве Е. Тогда Е связно. | 

-во. Пусть Е = АЦ В, те А и В не пересек. и открыты. Пусть ае Аи ве В. 
Тогда никакое подмн-во С, Содержащее аи в, не связно, т.к. С=(СПА) Ч (СПВ) 
— нужное разбиение С. 


Следствия. Т) Если всякие две точки Е соединяются связным подмн-вом,то Е - 


о 2)Объединение любого семейства связных мн-в, имеющих непустое 
пересечение, связно; 
3) Путем называется непр. образ отрезка; пр-во наз.линейно связным, если 


любые цве его точки можно соединить путем. Тогда любое линейно связное пр-во 
связно (это - самый важный пример). Обратное-неверно (см.задачи). В частно- 
сти, всякое выпуклое подмн-во В. связно; 

Если Ет и Е - связны, то и Етх Е связно. (д-во. две точки (хр›хо) И 


(У`,у2) соединяются“крестом" ( [4х Е2)и ( Вх {92}), который связен в 
силу 2); значит, ЕтхЕо связно в силу Т)). 


Связность - простейший топологический инвариант. Примеры. 


Утв. Отрезок и квадрат негомеомо ны. Д-во. Если из отрезка выкинуть сере- 
дину, останется несвязное` пр-во. сли из квадрата выкинуть любую точку, то 
останется связное пр-во. 

. Точно так же отрезок не гомеоморфен окружности. Вопрос: гомеоморфен ли от- 
резок букве 1? Интуитивно: нет, посшкольку у Т можно выкинуть вершину так, 
что останутся 3 куска: "; у отрезка такой точки нет. Точное определение: 
если ае Е, то связной компонентой точки а в Е называется ^^ "66 единение 
всех связных подмн-в В, содержащих точку а. Она сама - связна в силу утв.а) 
(выше). Ясно, что связные компоненты двух различных точек либо не пересека- 
ются, Либо совпадают. Итак, любое пр-во Е однозначно распадается в дизъюнкт- 
ное объединение своих связных компонент. 


Теперь: (буква "Т"\ вершина) имеет три связные компоненты, а(отрезок \ точ- 
ка) - не более двух ==> отрезок и Т не гомеоморфны. 


_ Вще одно применение связных компонент: Предл. Всякое открытое а К. 
ерть объединение не более чем счетного числа непересвкающихся интервалов в 
. ДВО. ПустьлТ-= () \‚ - разложение на связные компоненты. Каждое М» есть 
ле все \М> открыты в В, ` 
промежуток. Из того, что Ч - открыто, следует, что ===_ истек ое. 
являются интервалами. Поскольку каждый интервал содержит рациональную точку, 
их число не более чем счетно. 


Предкомпактные пространства. 


Определение Метрическое пр-во Е предкомпактно, если \у последоват. в Е содер- 
т подпоследовательность Коши. 


Предл.Е предкомпактно <=> УЕ>0 Е покрывается конечным числом множеств 
„диаметра << <=> \270 34 конечная & -сеть в Е р конечное мн-во 
| Хт›Хо,....Хиуе В, такое, что \ хе ЕЗх, : ((х,х:) <8). 
чОчевидна эквиважентность двух последних условий. Дальше: ТГ) Пусть И =>0 
Е покрывается конечным числом мн-в диаметра<&. Пусть (хо) — последоват.в В. 


Тогда некоторая подпоследоват.(х_) лежит в мн-ве диаметра < $ . Рассм.такую 
подпослед.для & = Г.и возьмем в честве х ее первый член; затем из этой 
подпослед. выберем подпоследоват.для © = Т/е пусть х, - ее первый член и 

т.д. Очевидно, что (Хо хиа + =) — послед. Коши. л 


Продолж. темы"Метр.пр-ва". Предкомпактные пр-ва (продолх.) 5. 
2) Пусть для некоторого &>0 не существует конечной &-сети. Значит, можно по- 
строить последдоват. (ху), такую, что (х.х,) >Е припя к, Очевидно, из 
нее нельзя выбрать подпоследовательности Коши. 


Свойства: Т) Предкомпактное пр-во ограничено. 
Подмн-во Е пр-ва предкомпактно. 
Если ЕТ и 2 предкомпактны = 1 х Ео предкомпактно. 


4) Подмн-во в предкомпактно «=>оно ограничено. 
Д-во. В силу Т) -3) дост.док-ть, что отрезок Га, в] в В. ‹предкомпактен. 


Для У&>0 4 пем : 28 <$ - свойство Архимеда. Тогда мн-во {4+ к | 
[К-с,2,..и.ф - конечная &- сеть для [а,в]. 
Примеры: Г) Дискретное пр-во о оно конечно. 
г) При бесконечном А в пр-ве В(Аф никакой шар не предкомпактен. 
3 предкомпактно. 
Компактные пространства - основной класс метрических пространств. 
Определение: Полное предкомпактное пр-во называется компактным (или компак- 
том) . 
С учетом свойств полных пр-в свойства Т)-4) выше переписываются так: 
>) Компактное пр-во ограничено. 
тое подмн-во компакта - компакт (обратно, компакт замкнут во всяком 


объемлющем пр-ве, т.к. он полон). 
Ет, Ео — компакты == Ётх Во — компакт. 


4) -Дрдмн-во во - компах == оно замкнуто и ограничено. 
5) К. - компакт. 

На самом деле компактность - топологическое св-во (хотя полнота и предком- 
пактность - нет!). Это видно из следующей теоремы. 


Теорема. Для метрического пр-ва Е следующие три условия эквивалентны: 


(Т) Е компакт;(2) Из всякой последовательности в Е можно выбрать сходя- 
щуюся подпоследовательность (или, иначе, любая последовательность имеет пре- 
дельную точку);(3) Из всякого открытого покрытия Е можно выбрать конечное 
подпокрытие (покрытие Е -— по определению - семейство подмн-в (17). | › Такое 


что (> = В; ‘открытое покрытие’ - все Т/) открыты). 









ле 
Схема док-ва: Послед. Коши сходится <=> Полнота<== стягивающаяся 
(2) (=> (Т) последовател 

—>- У послед.содержит под- 


ность замкнутых 
последоват, Коши «== предкомп 4аров имеет непус 
к тое пересечение 
У 5>0 Е’покрыЕ 
вается конечным числом паров щ 

Док-во: Левая часть схемы, т.е. эквив. (Т) и (2) очевидна. 


(3) = предкомп.: Рассмотрим покрытие Е всевозможными открытыми шарами ра- 
са & . Предкомпактность в точности означает, что (У& )из него можно вы- 
В. конечное подпокрытие. 
) => полнота: докажем большее - что убывающая последовательность непустых 







замкнутых мн-в Е, >Ёл2,.. имеет непустое пересечение. Положим 1).= ЕЛЕ: 
Если бы А Го =, то (У. ) - открытое покрытие Е. Выберем конечное подпокрн- 
тие; поскольку УСС... ‚ это означает, что У т =ЁЕ для некоторого п, 


т.е. Ги= - противоречие. Полнота + предкомпактность =>(3). Пусть (() 


— открытое покрытие В. Скажем, что Ас Е обладает Б-свойством, если оно не 
покрывается конечным числом мн-в 17 . Предположим, что Е обладает Б-свойством 


и придем к противоречию. Утверждение. Если АсАтУ... 9 Ад › И А обладает 
Б-свойством, то хотя бы одно А обладает Б-свойством (ясно). Пример: Е=[а, в 
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— отрезок. Будем делить его пополам, каждий раз выбирая ту половину, кото- 
рая обладает Б-свойством. Получим стягивающуюся последовательность отрезкое 
обладающих Б-свойством. Пусть х - точка пересечения их. Имеем: хе) ° для 
некоторого А . Поскольку Их - открытое, оно содержит некоторый отрёзок на- 
шей последовательности, Противоречие. Общий случай. Поскольку Е предкомпак- 
но,из нашего утв. (выше) следует, что 3 замкнутый шар В(ат,тТ) ‚ обладающий Б- 


свойством, затем 4 шар В(ао, 1/2) ‚ обл. Б-свойством и пересекающийся с пер- 


вым,и т.д. Раздув каждый шар в 3 раза, получим стягивающуюся систему замк- 
нутых шаров, обл. Б-свойством. Т.к. Е полно, она имеет непустое пересече- 
ние.х . ыше - так же, как и для отрезка. Теорема доказана. 


Наиболее разумное определение компактности - третье (3). упраженние :д-ть 
все свойства компактности, исходя из (3).(Все свяйства - доказанмюе выше.) 
Например, докажем по-другому, что отрезок [0,Т\ - компактен. Пусть (С) его 
открытое покрытие. Рассмотрим А =[хе[0, т [от езок [0,х] покрывается конеч- 
и бы О». Тогда Ое ДА, Т.е. А . Цусть С = зар А. Докажите , что 
СЕ ис = ® 
Предложение. Если Е - компакт, и послед.(х.) имеет в Е единственную пре- 
дельную точку а, то (хр сходится к а. Д-во: если это не так,то Ч /(а;7,) 
вне которой бесконечное число членов последовательности, т.е. некоторая под- 
последовательность. Она имеет предельную точку, также вне Х(а;0.),т.к. 
Е\Ч(а; с) - замкнуто. Получили, что наша послед. имеет две пред.точки. Про 
тиворечие. е | ___ 1: 
Следствие. Для послед. (х„) в В положим ил хь и Аи х, равными бир и 
сы мн-ва ее предельных точек соответственно. Тогда (х_) сходится <= бил 
= бил Хт. 
Основное св-во компактности; непрерывный образ компакта есть компакт, т.е. 
если {Е >Е’- непр. и Е компакт, то . Е) - компакт. 
Д-во. Пусть(М ) д Откр. покрытие 4 (Е). Имеем \ = п1(Е), где ©), - 9тк- 


рыто в Е’. Т. каг {- непр. (М) - открытое покрытие Е. Пусть. (9), 
4 (®:).,... 4 ($ покрывают Е. Тогда\ \и,..У» - покрывают {(Е), что и треб. 


Следствие. непрерывное инъективное отображение 4:Е - Е компакта Е есть го- 
иооризи Ви] (Е). Д-во. Образ замкнутого подмножества в Е замкнут в { (Е) 


=> 171 - непр. (для нее прообраз замкнутого мн-ва замкнут.) 

Следствие. (Теорема Вейерштрасса) Если Е -номпакт, то непр. ф-ия {:Е -> В 

ограничена и достигает своего максимального и минимального значений. 
ок-ВО. Ехо) - компакт в В => замкнут и ограничен ==>содержит свой 5аф и 
ск? . 


Применения. ТГ) Нер-во Коши. ата. ..+ | 

Применения. Т) Нер- "Ц > 7 ат-ар...аы при ах>0 
(И равенство достигается только когда вбе а, равны между собой). 
Переформулировка: Рассм. Е ={@т,ао,... ал) Вт | 8.;> Ои ат+ао+...+а`= т, 
где Т>О и фиксировано. Вусть{ ; Е > задано формулой /(ат,ао,..., ) = 


= ата. .:ац. Тогда 7 (к)достигает максимума в единственной точке Хо=(н,г,..., 


=). Док-во. Легко видеть, что ] (х) не максимально при х # х,. Если, скажем, 
а- +а 








а- ча 
Т =, а., ...,а’). Далее, Е - компакт (т.к. оно замкнуто и ограничено), 
и 4. - непр. (примем это пока на веру). Значит, мах достигается, и все до- 


2) Основная теорема алгебры. Всякий многочлен 1 (=) =дова +... аи” 
(а, С, ах 0, и>0) имеет корень в ©. Док-во. Основная лемма. Если 2 (2о) 
# 0, то сколь угодно близко к =, сущесевуют точки 7 , для которых # (=)|< 


51 (2) | . Вывод теоремы из основной леммы. Рассм, фию С >В (= =»|/(2) ).. 
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| , т 
Примем на веру, что оно непрерывно. легко видеть, что Ш (2. > |209) | при 
достаточно больших |=| (т.к. 4(2) =|2|" {а чо, ОЙ |тде и =Т/= 
и второй сомножитель близок к |а’| при больших |2|.) Значит, АЕ оч [= 


при достаточно большом В,. По т.Вейерштрасса этот м4 достигается (т.в.круг 
| =1< К. - компакт). По основной лемме он равен 0, что и требовалось. 


Д-во основной леммы. Имеем:,  ‹/(2.+5) = { (=) +Р (<), те РО - по- 

лином, Р(0) =0. Р( $°) = “т +@(9)), гце к>0, ХО, ©9(0) =0. Отсюда 

МСЕо+®)\= [4620) +6 $54 4575 6(9)| < + 9 [+4195 [8 ©, Из геометрич. 

соображений при достаточно малых % >03: |5 |= С и |6) +5 5Да)- мк (когца 
пробегает окружность ||=Т , число 4(=.) +" пробегает окружность с 

с центром 4(=) и радиусом |<". Выберем 2 еще настолько малым, что [0 (5% )< 


< 12 при (Е, Тогда Ч) | 4 (201-11 [Док < |4(26) что и треб. 


Для завершения темы осталось д-ть непрерывность алгебраических операций. 

Т) Ф-ии с° > С((=,, 2.) > 2+2, и (2,, 2.) +> 2: *2,) - непрерывны. Д-во: 
[(2,+ 24) - (=°+21 \ |= |(=,- 27)+(22-24)| < | 2-2 р|+[2,-т.е. сумма непр. 
|2, 2.-2, 2, |= (22-7 2+2) [| ,Нт,- 2+2 а,-=7 | . сли 
12,205 би [2.-2: < 5 „то, - 292? | = (= += *\+ 4)->Опри 6-0. 
оу ау ) - вещ. взо1Е-Ё|= ВЫ 

при < 2%. и \ 2-20 |< $ имеем | «я Е —> 9 при $>>0. 
3) Ф-ия © >В (5-12) - непр. (более общо, в любом метр. пр-ве Е ф-ия х „> 
->@&(х,а) при фиксир. а непр.(- д-ть самим)). Применяя многократно теорему о 
непр. сложной ф-ии получаем, что непрерывны сумма любого числа слагаемых; то 


же пля произведения. Поэтому любой полиням и пробно рациональная ф-ия от = 
(в точках, где знаменатель отличен от 0) непрерывны. 





Тема. Логарифмическая и показательная ф-ции. 
Монотонные ф-ии. Определение. Пусть ЕВ, Е ХИ, /: Е >В. Если ху, то 
0%) < (у) (соотв. 4 (к) < (я), (>19), 1(х) 24(9)). При этом ф-ия 


наз. возрастающей соответственно, неубывающей, убывающей, невозраставцщей } 


В каждом случае 4 — монотонна; если нер-ва строгие - Ё- строго монотонна. 
Предл. Если а = АЕ, и т монотонна, то ил (х | хВСегда существует и 
равен ое (х) для неубывающих { и 5/4 (х) дая невозрастающих р . Д-во 


Очевидно. (В (Ячртности, при Е = № получаем теорему о пределе монотоннной по- 
следовательности. ) 


Прелл. Пусть Г - промежуток в В, и {: ТВ - непр. Тогда 
а^ если +- инъективно, то { строго монотонна; 6) если ?° строго моно- 
тонно, то оно является гомеоморфизмо омежуток #(Т). Д-во: а) Пусть 


п 
а<в - точки Ги (наприме {а <} (в) . Из теоремы . Больцано слепует, что 
\У се (а,в) { (с)е рут 4 у ПриМним это я ааа: 


о ее о 0-21. Осталось проверить, что 4 (х)< 
<{(у) при х<у ‚ если либо уха, либо хъа. В каждом случае нацо ррименить 
то же утверждение к тройке (х,у,а). 

6) По т. Больцано переводит промежуток в промежуток. Очевидно, { перевоци!' 
интервалы в интервалы. Значит, { гомеоморфизм. 


Следствие. При кажцом и< К отображ. х ‚> х” есть гомеоморфизм В+ ое на 
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себя. Значит, из \\ положит.числа извлекается корень п-ой степени (положи- 
тедьный), и отображение х > \/х’ непрерывно. 

Мы обобщим это, введя логарифмы, степенную и показательную ф-ции. Нам 
буцет удобнее начать с введения логарифма. 


Препл. У а>Т 3! неубывающее отображение {: в = (0,+2) >В. ‚, такое, что 
{ (ху) = (х) +4 (у) и } (а) = Г. При этом/ - гомеоморфизм В+ на ®.. 
Д-во. Ецинственность. Ясно, что {(Т)=0 и {(х")=п Й(х) У х>0, пЕР (в част- 
еее # (а?) = п). По мультипликативному принципу Архимеца Ух>0ОЗмЕР: 
ам < х< аМ+Т. Пусть пе и аМ. хП. аМ+Т, умеем [(а“) < ((х") < $ (ам+Г) 
м < п{(х) < М+1 = =х) и 4 (х) - п < п Для каждого х>0 положим А’ = 
=1\ | м.пе У ,‚а“< хп очевидно, опрецеление корректно, т.к.аМ< хИ—> аМ% 
=х 'И4еК). Из сказанного ясно, что { (х) =5ирА,, что и доказывает един- 
ственносжь. 

Существование. Положим 4(х) = $иРА‚. Очевидно, $ - неубывающая, и { (а)=Т. Из 
определения ясно, что а“ х'< а\+*_ => М< {(х)< “т. Пусть теперь при фикси- 
рованном пе/И имеем аМ= хП= ам, эМ уп аМЁГ. Отсюда следует, что М+М. 
< ((х) +0 (у) < Ме, а и < ху) < М 5 (ху) - 4 (х) - #49) < 
< г. Поскольку п произвольно, $ (ху) = 4(х) + (у), ч.т.д. 

1 - возрастает: приз Апе/и: а<=1 (снова мультипл.принцип Архимеца). Зна- 
чит, /(2) > г >20. Отсюда получаем: х<у =? у =их при =>Г => 4 (у) = (х) 

#(=)7+ (х). а | 

- непрерывно. Лемма: \/ пеАУ З=Я: =П< а (например, это вытекает из слецствия 
перед предложением). Отсюда 0< $ =) = Е . Выберем теперь У х> 0 такое $>0, 
ЧТО 24° < Ри в Т/= . Тогца \у - хе => [4(7) -20)|< =. 
Значит, 4 — непрерывна. В силу предыдущего предложения # есть гомеоморфизм 
№, на { (5+ ). Но в силу того, что { (аП)=п при пе => (р ) =В, и 
предложение полностью доказано. 

Предл. \У А70, ай ТЗ! негр. 7: е >В , такое, что { (ху) = {(х)+ (у), 
я (а)=Т. Нсли 4: В. - эта. И 4 (х+у )= 9(х) + (У), то 9(х) = сх. 
_Д-во. Ясно, что 1(0)= "АСТ уд: < В . Поскольку @ - плотно в В. ‚, получаем, 
что #(х)= ?(Т).х Ухев. ‚ 
Д-во предл. Пусть Ро - топологический изоморфизм групп Бы 





= 


(по умнож.) и 
ор-4 
и В. (по слож.) - он построен в предыдущем предл. Положи = $ {` ' В -[. 


По лемме 9 (х) = сх = /(у) = сфо(у) Уу>0 => Р(у) = ТЕ 5 . Это доказывая 


ет и существование и единственность $ (поскольку { (а) я (т) = 0). 


Опрежеление. Отображение из последнего предл. наз. 29, ры по ос- 
нованию а). Из док-ва последнего предл. вытекает формула 454 „х = 64“. бух 


В Я | 
График этой ф-ции: ат Итак, логарифмы преобразуют умноже- 
| " ние в сложение. этом основано 
| а { действие логарифмической линейки. 


Определение: ах _ фил, обратная (64, Х ‚т.е. а ах =х Ух>0, 9. д^=х Уч. 
Кроме того 1“ ‘= ТУхеВ. По определению имеем: &-= ах. аУ ‚ а^=1/аХ ‚аб=Т. 
Далее, 464.(В”) =-04 6. 4, 6^=х 64 6 (это верно при а,в>0, а ХТ, "хе В) 


Показат.и логарифм.ф-ии 9. 
Отсюда (аХ)7- ау (т.к. Ад (аХ)У — фа ах = ху Феа а а. 


Предл. Отображение (х,у)н>х’ непр. в № хВ.. Док-во: _ ХУ= в вх при 
фиксир. в>Т . Осталось воспользоваться непр. бу» х, х, вх, (х,у) ьху и те- 
> 


оремой о непр. т ф-ции. у 
О<а.‹ о.> 4. | 
Графики. 4 2<0 
Предл ‚ а) всякий непр. гомоморфизм групп (В, +) > (в, умнох.) имеет ВИД: 


х -> т. (а>0); 
) всякий непр. гомоморфизм ее в, в себя имеет вид: х->хЯ (ае В) 
Д-во очевидно. 


м 
ЧИСЛО е. Вычислим т (бо х) м Имеем: (29 х ) ‚офыта- ы 
бе, Фон) = бе ба, (4+8) р 
ре Л, 3 Фик) АК его ре е. Тогда (4 ох) = ве . Положим 
х 


= 429 ‹ х. Тогда (их) = и (фе х - натура ния пола идр.и. х.) 


Док-во предл. Т)Положим ®„= + + 5 +. 4 „Ясно, что (’,.) возрастает; 


имеем п! > 21=> А < 4+4+1 +++ 23. Поэтому 3 @м <,, = е, ясно, 


и 
что я<е<&3. 
2) ВЫ и + тт. Докажем, что ди = е . По формуле бинома 


2, = {+145 + (4-5) 4. + «ке 1): отсюда &. 35.2 Ам, Фи 9, =е. 
Дадее, при аи ы ‚324+, @-+)+. в +5 Х )!-. -(-" и Устремляя п К 9 при фик 
сированном м, получаем, что би а, устремляя теперь м к оо ,‚ видим, 
что Диет ©. Итак, би. „= - би е => д би = е. Другой способ док-ва: 
применив к числам Г, 1+4 ‚1+4, М Ча 7 (+ 4) берется п раз) нер-во 
Коши, получим, что + < <... Т.к. С„<$,<3 , последовательность (%,„) ог- 
раничена => имеет предел, ГИ 1 им 
3) Докажем, что +5) Ре. Пусть 2 < в & =. „Тогда (+4) < < (4+ $) *2 (4+ ин р 
Переходя к пределу при и, -> © /1и), НЫ требуемое. 1, г 
4) Наконец, Докажем, что дли + +8) =е . Имеем де: 5) = 4х (4-5) 
| = ди [@+ Ею. "< | Поскольку ф-ция хУ непр. по (х.у), из 3) вытекает, что 
и. 


рол предел равен е. Предл. доказано, 4 2 
ыы -- объ : 


со 4. | р — 
Ряд р т, сходится к 6 очень быстро: 0<6- ен! * СЕ] 
ан (4+5 чи +. ое те * И = Е ЛЬ значение: е 2, 71828.. 
ыы оо = 2, 7твовтвг8. .. (формула для запоминания: "2,7+дважды год 


Предложение. е иррационально. Док-во. из полученной оценки вытекает, что 
ЕТ 0< и -тм < 1 Если бы е было рациональ- 
ным, то п!ее А при некотором п- противоречие. 


Ш. Эрмит ‘в 1873 г. доказал, что е трансцендентно. 


Семинар "Производящие функции" 


ре производящей бункцуи: последовательности (а_, а-,...) сопоставля- 
ют функцию С:(2) =Оо* а1=+а, 2+... Информацию о пооледоВате ьности получают 
изучая эту функцию. Например, са. Е). = к, 
Ел = (Е *.)-4. 


Пример. м, (+ фе ++ 3) ее | 
ОЛОЖИМ (2) > К. ' Имеем: _ Ея = Ее ; 
откуда 2 == @©(1) =4, и наш пре ен 3. 


Обоснование метода: существует число &(= п а. |) такое, что ряд 2а.2` 


абсолютно) сходится при [21< К и расходится при [217 &. . В круге 12: о 
законны все дальнешие преобразования. Часто можно не заботиться о сходимости 
рассматривая ряды как формальные. 

Рассмотрим основные операции над ‚последовательностями и произволящимии 
функциями, а также нь ИХ свойства. 

Т. Линейность: если =) = за. =^ | ©(2)= т. Ча“ ‚ и“, Ё - констанз 
ТЫ, ТО = (2) + Вб, (2) = 55. (а + в 4.)=^ ^ В 

2. Слвиг: Если @(2) -производящая функция для Е ат, ... ›‚ то =“ 6(2)- 
— произвадящая функция длЯ. 0 ‚0,...,О,ас»›ат, ев 

ле 


Далее, (6`(2)-@&-9,=)-... ее “2*- Е“ — производящая функция для (а,,а"-.). 
Приметы. г. Пусть С(=) - т ‘Пункция РТР д инь) 
аа 26(=.) - производящая фун (0 ›..) ‘2 — Производяя: 
ая функция для (Т,0,0,...), т.е. а =6(2) = р са — сумма 
ой прогрессии. | 
2) Числа Фибоначчи. Ро=0, Ру-т, Ру, по (пз2). © (2) = 
= > э^= + = „РК 2“ = Е, Е. > Гы ак = асе) + 21 © (=)->6е58 
применим эта для хр" Иолучения явной. ‘фо риуты А ля 6 (=) = а — В 
о А НИ ), ф - Е МУ! Е - С 
= (= 1-92 ЕС че 
отсюда С-(=) = =. (у 4“) =“ ы Е. = "(4 2-) 
ИИ, Со АНИ к 
3, Умножение. ее ©. (== 2,9. =”, 6% () = 2, < то С, @&).С, (@ = ых 
«ева .. ‚^ проивводяцая Фунжция послед. $. = а. 


СЕ КЕМ 


Пример. Произволящая функция для частных сумм (а о+ат+ ...+ал) исходной по- 
следовательности равна + ©-(2) 


Часто возникают сумма С. = 2 (к] 6% ик Тогда удобно брать производящие ф-ций 
вида > 94 2^ ‚ поскольку <> — = бб , вк 
и{ и! © КГ (м -— -к}' 2 
4, Замена переменной. (2) - производящая функция для {а_, сат, с“аз,...) 
Применим это для прореживания последовательностей. Очевидно? 
я (6(=}+6С=))= а,ча, =" + .... , 


1 (©(+) -С (-2)) = ааа, 2* +. а 


ги _ | МЕ 
Как извлекать каждый третий член? Пусть 9 = == — сез 5 с о 5-3 
Имеем С (+) = боча, + 44,27, А.Р... +4. в ов зы (С 69+ 
а 3+ “о 2. 
С- (22 = в. + 72+&, рае дзен =7@е+а. 2% ке 
| (5 2)- ба, +4 ‚1 =2+а, 2+... аа +. к. 96-342) у 
о. Лиффежренцирование И интегрирование. сли ©(2) = > а. = то 62) 
д у +( к” 
о Ц. = — =>. (м +1) = в (= = — а =_ ы 2) еее эк 
Итак, дибференици Сванием МОЖНО УМНОЖИТЬ п-ый член после бвательности на 
многочлен от“л' ‘(а м бои — р многочлен от "ТИ с 
Пример 5 = = д+2+274+, (= -ех = 4 вас: 
— 4 (1-2) = 2+. =, 
6. Конкретные производящие ФУНКЦИИ: >“ 
(2-1) ира: 
Биномиальная формула: (бы ++ а +... * 


Это верно при (7Е Як У= ) или ( [2 | 21 а У®) : 


ЧК. ‹ - 


сем. "Пр.о-ции" хх р 


=. ПИ © п, Д _ 
При и. е № имеем: 2 (к)х и При ИЕ-/^/ имеем: (ря = 
К 


в -и-4 = (-И-ИСи-2)... Си-ю) к ы 
< беск С“ = 2," а = аи = | 
(Сделать самим и получить тот же результат дидберенцированием ряда = .) 


Аналоги биномиальной формулы: 
т =(2ч)... (Вчи-| 2 р" 
< 


Стирлинга Т-го рода. — Гизк К 
те НИЕ) > 21 в } ы 
ода. й (42). :(1+4^"=) = 2() 4 
5) 4 - биномиальная формула: (1+ 2) (+92) (-$2).... +4 = «‘Кл 
Свойства чисдь’ Г Е ‚ они опраделены при и ке 7" и отличны от. 
О только ели мзк>О При этом [51-0 [51=0 и 
сто гр р: 9 ол ы и 9, 
рем и >01 Г] =104=4. 
= Комбинаторный смысл коэффициентов. 
ПЕ — число перестановок П элементов, имеющих ровно К циклов. 
ЖКУ - 
подмножеств ( =(число сюръекций множества из П элементов на множество из Е эле 
ментов), деленное на К!).. 


поли $- натуральное число, и существует конечное поле Ра из (р элементов, 
и („д - число К-мерных подпространств в П-мерном векторном пространстве над 


С =4-) 95-6) 


и 
‚ числа [к [называются числами 


У ©. 
‚; числа а числа стирлинга, т“ 
1 
- 2 к 


й 


число разбиений множества из П элементов на К непустых непересекающихся 


й 
9 Явная формула для (4 . (К) рый 


( али | | -16). 


Е Ф 
‹ Фи ик) 9 


Задачи по теме "Производящие функции" 


Г. Пусть последовательность (а_, ат,..,) удовлетворяет рекуррентноми соот- 
ношению а. = са, + с,а, + ...+ Ва, ( “зих). Доказать, что производящая, 
функция этой последовательности ебтБ“Полином, деленный на 4-62-06, 2-е & 


2. Для каждых иси % напишите явную формулу для 2. @ „7“ 
МЕ  илес( ии 
3. Пусть Н;= а +1/3 и" Т/к). Вычислить производящую функцию для(Н,) 
/Ответ: -1/(1-2) ' {м (1-2), ба [ Дир. 
и и и. я т 1=(-0. и а. 
4. Вычислить а. Аа [ЕЛА ЯТ (2 (отёа 148 


4 ка ги) _ @^=) 4“ 
РЕ КЕ, С = бе Кена ‚(2% т, ) 


0) Доказать рекуррентные соотношения: р в 
мл — ГИ,-\ и -1 о { С 
Г к] [1 +&-0[ К { К ыы { | + К к ) 


; 


м и ыы 2 
( эр ЕВ ти у“ ( а 
5. Вычислить сумму „>. АКК - 
= Ки (| Е 
6. Показать, что сумма 2. к) и+к есть число Фибоначчи. 
И 


скам 
Пусть а,=0; ат=Т; 2-= а’_т+6аг_о (при пре). Найти явную формулу для ах. 
8. Найти производящую функцию для последовательности (а= 21.31), 


3. Найти производящую функцию для р(п) - числа разбиений п в сумму натураль- 
НЫХ — (разбиения, отличающиеся только порядком слагаемых, считаются одина- 
ковыми). 

ТО. Пусть6 (2) -— производящая функция последовательности (а›ат гаь = - ЛЛЯ 
всех ем, Е выразить сумму 2 ве через (2). ; 
ИЕ С (ис м 


ТТ. Положим х=_ Х («-0:...(К-и+0. Докажите, что два базиса 


и ГА. 
АК ОТ и {Хх и2С4+ в пространстве многочленов связаны между собой 
следующим образом: У 


и_ . и са и-к и. к 
В к; = [км`. 


сем. "Пр.@-ции" Э. 
К+| 


^ и м и. в [О А. пы 
Те. Доказать, что сумма, 1+2 +3+... М равна 2 Са Реми) 
Выпишите ответ явно для И, = &,3,4. у 


—————= 


| 
и- \__ — 
13. Доказать тождество: (+4) = та (к) х :ч 


и и. 
ТА. Вычислить сумму ( = + ( Е. а 
Т5. Докажите следующие утверждения: (а) С | есть число перестановок и. эле- 
ментов, имеющих ровво к циклов. 


и. ы 
(0) {Е есть число разбиений множества из и. элементов на к непустых под- 
множеств. 


(в) Если у -натуральное число и существует конечное поле [9 Из 9, эле- 
ментов, то ("| есть число к-мерных подпространств в и -мерном векторном про- 
странстве н а 

р ва ю, 9% (к. 


Т6. Пусть Чаи= (4-0(9-0...(9-0. Докажите ‚что (=). в 0 .Фи- 
17. Докажите тождества: > 
(е =!) = к! [. т ПА 
К, к. “ 
4. (-=)) = к! > [к | =. 

2Ке® _ к| . г. = 


18* Решите задачи 50-56 книги Г.Полиа, Г.Сеге, "Задачи и теоремы из ана- 
лизв" т.Г, отдел Т, $4. | | 


—. 


Т9. Числа Бернулли В, (к>0) определяются формулой = _ _ в, 


=. 
м 
а) вычислить В, при к < 4. 
’ 0) Доказать, что В,= Вё=Ву=. ..=0. 


в) Доказать, что прик7Г 5 (“)в ЕТ 
о В 


ЗАДАЧИ. 
1. Мощность множеств 
Т. Локазать, что множество всех конечных подмножеств АУ счетно. 


<. Доказать, что множество всех алгебраических числе (корвей многочленов с 
целыми коэффициентами) счетно. 


3. Доказать, что множество попарно неперевекающихся кругов на плоскости не 
более чем счетно. 


4. То же, заменив круги восъмерками (парой внешне касающихся окружностей). . 
.„”5. Тове, заменив круги буквами"Т". 


6. Пусть (х,).:(, - семейство положительных вещественных чисел, такое ‚что 
сумма любого`его конечного подсемейства не превосходит фиксированного числа 
ДА. Доказать, что (, конечно или счетно. 


'. Доказать, что следующие множества имеют мощность континуум: 

а) множество иррациональных чисел; 

6) множество трансциндентных чисел (т.е. неалгебраических чисел); 
в) множество всех послеловательностей вещественных чисел; 


Г в“ и (8 Г: $ и = К. 
д) множество всех непрерывных функций / : К К . 


8* Доказать, что если объединение двух множеств имеет мощность континуум, 
то хотя Оы одно из них имеет мощность континуум. 


В) то же для счетного объединения множеств. 
9 Покрыть круг ненёресекающимися отрезками (точка не является отрезком). 


=. Вещественные и комплексные числа 
1. Можно ли упорядочить поле комплексных чисел? 


‚©. Можно ли упорядочить какое-либо конечное поле? 

3. Привести пример поля, допускающего два упорядочения. 

д Привести пример упорядоченного поля, в котором не верна теорема Архимеда. 
5* Доказать, что ®. однозначно определяется аксиомами. Более точно: если 


К. и Е два упорядоченных полных паля, то существует единственный изо- 
морфизм упорядоченных полей |{, №, . 


6. Доказать, что |= -2,| > 1=н -| | для любых комплексных 2, и@.. 
7. Боли Аи В - непустые подмножества Й их<у для всех хеА, уе В, то 
8. Пусть (А, ле ь - семейство непустых мажорируемых множеств вК_; пусть 
А = ‚Ах ‚ИВ - множество чисел улРА,. Тогда А и В мажорируемы одновре- 


менно И $ивВА = 5чрВ. 


9. Доказать, чтадля любого х>0, ЦеЛ\У существует единственное число у>0, 
такое, что у"а=х. 


ТО. Доказать мультипликативный принцип Архимеда: для кажлнй х>1, уъ О най- 
з и.-1 
дётся ие Ш: х <у<х хи. 


11. Лать строгое обоснование позиционной системы счисления (например, деся- 
ТИЧНОЙ). 
12. Доказать, что (К. имеет мощность континуум. 


13. Проверить аксиомы поля в {. 


| ` | | Е =“ 
БАДАЧИ ПО МЕТРИЧЕСКИМ ПРОСТРАНСТ ВАМ | 


т к в Е? /с эвклидовым расстоянием/ с центром /0,0,1/2/ и 


радиусом 1/2, а Р= /0,0 ,[1/ = ее "северный полюс". Определим биекцию {: (- 
—$ \/РУ , и равным точке пересечения луча /з ,Р/ с © ./Мы считаем, 
что © вложено в Е : /х+ &у/н=> /х,у, 041 4 


а/ найти явные формулы для 1 и обратной биекции { : 

б/ положим 6 =С0 {> 7 и продолжим +4 до биекции 1: С ><: ] (©=) = 
Перенесем эвклилово расстояние с $ на © с помошью биекции р. Задаите полу- 
чающееся расстояние в С лвной формулой. Каковы шары и сферы в С ? Х назы- 
вается расширенной комплексной плоскостью. / 

Ю. ПУСТЬ Ц расстояние в р Е, удовлетворяющее ультраметрическому 
неравенству: м (%, =) < АИ (06 (4), =) Ух, и Е, 
а/ покажите, что если с(/х, ную #/, то Я /х,=/ = илл (Ск 4), 24; 2); 
б/покажите, что любой открытый шар\А/х; © /является и открытым и замкнутым 
мнолеством, кроме того Их; / =И /у;%/ УуеЧ /х; © /. То же верно 
для замкнутых шаров; 
в/ покажите, что если два шара в Е имеют общую точку, то один из них со- 
держится в пругом. 
Г/ покажите, что расстояние между двумя различными открытыми шарами ради- 
уса 2, содержащимися в шаре радиуса #, равно ©. 
а/ Если хф В/а; Е /,то & /х,В/а; и// > &/х,а/ - 
б/ Ух,ус Е, деЕ | Ч Их,А/-Я И, = а | 

4. Доказать, чта любое открытое множество в В.есть объединение не более 

чем счетного семейства непересекающихся интервалов в В. 

5.Множество А в метрическом пространстве Ё называется локально замкнутым, 
если у хсА существует окрестность \/ точки хвЕ, такая, что АПУ замкнуто 
в \/. Показать, что локально замкнутые множества - это в точности множества 
вида ПР, где Ч - открыто, а Г - замкнуто в Е. 

6. Семейство непустых открытых множеств (М ле в Е называется базой, 
если любое открытое множество в Ё есть объединение некоторого подсемейства 
этого семейства. Доказать, что (Ме база <=> (хЕЕ и открытого эх су- 
ществует \е(. такое, что хе М< У. 

". доказать, что следующие условия эквивалентны: /Т/ ВЕ есть счетная база 
открытых множеств; /2/ в Е есть счетное всюду плотное множество. Пространс- 
тво 2, удовлетворяющее этим условиям, называется сепарабельным. 


8.1 оказать, что все следующие пространства сепарабельны: К ,‚®, любое под- 
пространство сепарабельного пространства., произведение двух сепарабельных 
пространств. 

оная 6 если А плотно относительно В, и В плотно относительно С, 
то А плетно относительно С. | 

1С. Доказать, что объединение открытого множества и множества его внешних 
точек всюду плотно. 

[Т., Ллоказать, что любые два непересекающиеся замкнутые мнохества имеют не. 
пересекающиеся окрестности. Более точно, любые два А и В, такие ‚что Вы 


=АПВ = В, имеют непересекающиеся окрестности. 


Задачи по метр.пр-вам. Продолхжнние, 


[2. Пусть {: Е-Р и 3: Е-С- непр.биекции. Д-ть,что если 4е{ : Е +б-. 
гомеоморфизм, то [ти 4 — гомеоморфизмы. 
13. Пусть ар20, ди, ау = 0. Док-ть, что существует бесконечно много таких 


номеров п, что а, > &, для всех м>п. 


14. Пусть (х_) - последовательность в метрическом пр-ве Е. Д-ть, что если схо- 

У дятся трй подпоследовательности (Хек) (Холи) и(х:„) то и(хи)также 
сходится. . га 

15. Пусть (хп) - последовательность в В ‚, Е - мн-во ее предельных точек. Поло- 


ЖИМ у = ЗарРЕ, С х, = {Е /верхний и нижний пределы последова- 
тельности/. 7 | р м 
а/ Положим х’ = зар {Х» [м Жи}, Д-ть, что{ки $ сходится и 64 „Хи = 9 Ху/ана- 
логично дяя ик _/. 
б/ Положим Г = {хе К.|х>к для а же п(/т.е. всех, кроме конечного числа/. 
доказать, что Г - промежуток в {®, содержащий + о и = Ем хп. 
в/ Последовательность (х/\сходится <=> м к. = мл Ки. 


Задачи по полным метрическим пространствам. 
} 

Г. Пусть Е, зе метр.пр-ва, АЗЁЬ и $ :А Е - ор отображение. 
Колебание + на А есть по определению сел«{А) . Если ае А , то колебание 
-(1 (а;$) отображения { в точке а по множеству А есть 2 Клик (УПА) 

| { /. 
/\ пробегает окрестности точки а/. Док-ть, что если Е полно, то 3 би 2 (<= 
1) = 0. — хм) 
2. Пусть Е - ультраметрическое ЩЕ что последовательность (х„`) в | 
ААА = ы 


есть последовательность Коши => вм. СК. К ни) =0. —_ 
3. Пусть Х - произвольное мн-во, Е - мн-во всех последовательностей х в Хх. 


Если х =(хт)и у =(.) - различные точни Е, то положим К(х,у) равным наи-’ 


меньшему номеру п, для которого х. 5 у.. Положим с((х,у)= 1/ К(х,у) при х ху 
и ((х,х)=0. Докажите, что # превбащаей Е в ультраметрическое появое пр-во. 

4.'Построить полное мэтрическое пр-во и вложенную последовательность замкну- 
тых шаров в нем, имеющую пустое пересечение. р 

5. Доказать, что пр-во полно <=>? всякая стягивающаяся после овательность( Е.) 
замкнутых мн-в в нем /т.е. Еу> Ро... и фам Е. -»›0О /имеет непустое пере- 

х сечение. а. 

6. /Теорема Бэра/. Л-ть, что в полном пр-ве пересечение любой последовательно- 


‚_х СТИ открытых всюду плотных мн-в всюду плотно. 

7. /Принцип сжима отображений./ Пусть Е - полно и { 
т.е. Ух, уеЁ Е 444), где 0 <д<х ГИ. То 
неподвижную точку, т.е. такую точку, что { (х)= х. 

8=* Пусть А - подпространство полного метр. пр-ва Е. Д-ть, что А’`гомеомордно 
полному пр-вух=? А есть пересечение счетного числа открытых множеств в Е. 


9. Пусть А - плотное мн-во в матр. пр-ве Е, и {: А-Е’ - непрерывное отобрах. 
а/док., что для того, чтобы существовало непр. отобр. 7 ‚ Е Е” совпадающее с 


4 на А <=> А хеЕ 1 бои 4" и . Отображение 7 единственно. _ 
6/ Предположим, что 4 равномерно непрернывно и Е’ -полно. Д-ть, что + сущест- 
вует и равномерно непрерывно. | 
10. Пусть - пополнение С по р-адической метрике. Д-ть, что сложение и умно- 


жение в б однозначно продолжавтся дя по непрерывности на Сб. и превращают 
0. в поле / оно наз. полем р-адических чисал. р 
Г а/ Пусть {: Е - Е - отображ. метр. пр-в. Д-ть, что мн-во { хе Е? непре- 
рывно в х тесть пересечение счетного числа открытывх мн-в в Е. 
6 определим функцию ?7: В>ЕВ формулой: | 
20 к. /} если х = р/4.-© 6 - несок о 


п | | О, если х - иррационально. |-> 1 
/ {(х) наз. ф-ией Римана/. Д-ть, что ху непр. в хе В 45 х иррациоанльно. 


в/ Суцествует ли функция | ‚: ®>Е , непрерывная во всех рациойнльных точ- 


ках и разрывная во всех иррациональных” /указание: воспользоваться час- 
ТЬЮ и задачей 6/. / | о | 





: ЕЁ - сжимающее, 
да 4 имеет ровно одну 


р Задачи по нормированным пространствам 


1 НЕ Е = нормир. пр-во. а)Д-ть, что замыкание открытого шара Ч(а; %) 
есть В(а; т),а внутренность р Я есть 17 (а; %). 
6) Док-ть, что открытый шар В(а; с) гомееморфен всему Е. 


=. Док-ть, что замыкание вект.подир-ва в нормированном пр-ве есть век- 
торное подпр-во. 


3. Пусть Е - нормир.пр-во, Е - банахово пр-во, & - подпр-во, плотное в Е 
и} :5-Е - непр. лин. отображ. Д-ть, что существует и единственное непр. 
лин. отобрах. р : УЕ, являющееся продолжением #. 


4. Пусть Е,Р - нормир.пр-ва, А:ЁЕ > Е - лин. отображ. Д-ть, что если для 
всякой последовательности (1) ‚ стремящейся к О в В, последовательность 


(А(хь)) в Р ограничена, то А -ненрерывен. 

5. Пусть Е, В, © - нормир. пр-ва, Ае5(Е, 8), Ве Ч (1,6). Док-ть, что 
(В°А < АВ. 

6. Док-ть, что для любого нормированного пр-ва Е над К отображение Е - 


>х(К,Е), ставящее в соответствие вектору ав Е элемент 92: Л -> Ла, есть 
линейная изометрия Е на Ч (К,Е). 


* 
7. Докажите, что С =й., Н = и = 29 ‚ где 1< р<® , р +=. 
(Раненства очначают, что эти пр-ва линейно изометричны.) 


8. а)Пусть Н - замкнутая гиперплосшкость в нормир. пр-ве Е, задаваемая 
уравнением ОНО, где А - непр. линейная форма на Е. Доказать, что У аеЕ 
расстояние ‹((а,Н) равно |А(а)| Уд. 


6) Пусть Н - замкнутая гиперплоскость в пр-ве Со Банаха (т.е. в пр-ве _ 
последорательностей, стремящихся к 0) заданная уравнением А(х)=0, где 


А(+5)= 2- Хо,Доказать, что для всякого а & Н расстояние от а до Н не достига, 
ется. ^“ 


9. Довазать, что нормированное пр-во, в котором существует компактная 
сфера, конечномерно. 


10. Д-ть, что тв> нормированном пр-ве достигается расстояние от данной 
точки до произвольного конечномерного подпр-ва. 


11. Доказать, что нормир.пр-во является банаховым <> любой абсолютно 
сходящийся ряд в нем сходится. 


12. Пусть Е - нормир. пр-во, № - его замкнутое подпр-во. 
а)’Д-ть, что функция ХИ = В. (х| превращает фактор-пр-во \У =, в 
нормированное пр-во (здесь Х. - эл-т \/, т.е. подмн-во в Е вида хо+ [, ). 
6) Док-ть, что если Е - банахово, то и \/ -банахово. (Указание: восполь 
зоваться предыдущей задачей). 
13. Пусть А = (а:;) - пхи- матрица, расеметриваемая как линейный опер 
тор К" > КИ. Вычислить (А\, если КИ рассматривается с нормой: 
а) И; бо) ; И (ответ в последнем случае: ||А|=\УХ ‚где Х- 
наибольшее собственвое значение матрицы АЖА, а ДЕ матрица, сопряженная в А 


14. Пусть Е - пр-во непрерывных финитных ф-ий на № (т.е. каждая 4е Е рав 
на О вне некоторого интервала (зависящего от { )) с нормой И{Н = Зиг 14 (5х) 


Д-ть, что пополнение Е состоит из всех непрерывных функций на В. ‚ стремя- 
щихся к О при |х| = ®. 


залачи по рядам 
Г. Пусть 6: №-> № - биекция. для пе № положим Ч (п) равным наи- 
ее ден 187 в №, таких, что их объединение есть мно- 
жест О у-уфофо ,П ® | 
а) Предположим, что 9 (п) ограничена на К. Доказать, что У сходящего- 


Задачи по рядам (продолжение) 2 
ся ряда обв в нормированном пр-ве Е ряд (х Е (п)) также сходится и к ист 
же 

$ Предположим, что У (п) неограничена на ЛМ. Построить сходящийся дни п 


[В ‚, для которого ряд (Х(п)) расходится. 


2. Пусть © : ^/ -// - биекция, такая, что [6’(п)-п| ры на Л/. До- 
казать, что справедливо заключение задачи Га). 


>20 

3. Пусть а; = ет —= прим # п, а =0. Д-ть, что 2. (2 мп) 2. (аш) 
(Указание: внутренние зС считаются явно!) 

4. Док-ть, что ряд? сходится, а его пржизедекию по Коши с самим 
собой расходится. д 

5. Д-ть, что ряд 2 о сходится при р>1 и расходится при р < Г. 

6. С помощью формулы Эйлера посчитать суммы _. уккх и 2 05 КХ (хе. ).. 

7. а)Д-ть теорему Римана: пусть (ат) — неабсолютно сжодящийся ряд в В, и 


=< В - любые два числа в В.. Тогда З биекция 6 :А/-№, такая, что частич- 
ные суммы $/ = ;з ас(к) Удовлетворяют условию ия 2, и, “=. 


с) Докажите, что в конечномерном пр-ве (нормиробА ом) коммуативноая 
сходимость экрвивялентна абсолютной сходимости. 


в) В пр-ве Со Банаха (последовательности, стремящиеся к 0, схЕ)| = 
= 34р |х_\) положим е_=(0,0,...,О,Т,О,...) (единица на п-ом месте). Доказать, 
что Ух = (хто, ...) ЕС, С ряд >. хер в Су коммутативне сходится к х. 
Привести пример, когда лы ряд сходится Ви Ыв. 
8. Пусть а» 0,и ряд (а’) расходится. Что можно сказать о сходимости 


следующих рядов: (+), или Фе р ( на ) Г 


9. Пусть а’ > 0,и ряд (ат) сходится. Д-ть, что ряды ( Ук ), (а), (а=) 
сходятся. 

ТО. Доказать, что если ряд (а-) сходится, и (вт) — монотонная ограничен» 
ная последовательность, то ряд (ава) ‘сходится (признак Абеля). 

ТТ. Найти радиус сходимости степанных ЗЫ 


т д 1) 22, «© - ем 





- (ЕС). 


12. Пусть радиус сходимости степенного ряда 2. Ст = равен Т, и 


со>Ст> с2>...., Ашоср = 0. Доказать, что ряд я с, т сходится в каждой 
и>о 
точке окружности [|| =Т, Ч исключением, быть может, точки и = Т. (В част- 


ности, это верно для с 


4 


т т.) 


Задачи по предкомпактным и ‘компактным пр-вам /продолжение/ 


8 пусть (Е, {]- метрич.пр-во такое, что Е ограничено. Пусть 2Е)< ЗЕ |- мн- 
во всех непустых замкнутых подмн-в в Ё. Для любых Аи ЗЕЕ) положим р А 
= зар В] и А.В) = сы ( (А.В), (ВА). 


х 

а/ док-ть, что |. является расстоянием в 6(Е) /хаусдорфово расстояние/. 
д-ть, что если Е полно, то $8} полно. 

в/ д-ть, что если Е предкомпактно, то и. 6(Е) предкомпактно. 


/Значит, если Е компактно, то @(Е) компактно /, 
ЗАВАЧИ ПО МОНОТОННЫМ $ ИЯМ. ЛОГАРИФМАМ, ЭКСПОНЕНТАМ и Т.Д. 


Г. Д-ть, что отображения (ху)? мах (ху) и (х,У => ик ,у.) равномерно непре- 


рывны в Вх 
2. а/ Д-ть, что ф-ция ( х,У) -> Х+У имеет предел по мн-ву Вх В в каждой точке 


(а, в] Вх В. ‚кроме двух точек (-® + ®>) и (+5 -оз) . Если хотя бы одна из коор: 
инат а,в равна + со /соотв. - <> /, то этот предел равен + зо /соотв.-т9/. 


б/ Д-ть, что ф-ция (х,у)+н>ху имеет предел по мн-ву ВХ В в каждой точке 
(а,в)< '’х В кроме а 05). (0,-5),&°0) , (ю0) . Если хо- 
тя бы одна из координат а,в бесконечнНа иаив имеют о ые знавы /соотв. 

противоположные то этот предел равен + с® /соотв. -п/. | 
в/ Д-ть, что ф-ия (х,у] нь х/ имеет предел по мн-ву’ № х Е в каждой точке 
Ех  , принаждлежащей замыканию 14 х {К , кроме точек (0,0), >,0) ь (,-<3, 


3. Пусть Т - некоторый промежуток, и!: ТЖ - монотонная функция. Д-ть, что 
{ Чопреривна всюду, кроме м.б. не более чем счетного чисша точек. 
4. Пусть { 0,1 - ограниченная функция, такая что бам. $ (к)=0 Д-ть, что 
етот перуноя пеовртажеир Фи Ца перер Нобызвр 
при. х< (@,т]. о 
5. а/ Пусть]: Е.» удовлетворяет условиям 4 (х+у) = 18) + св) и (ку) = 
` 4.10). Д-ть, что либо $ = О либо Дх) = хо | 
б/ Пусть /{ : С->С - непр. и удовлетворяет условиям { (ми) = 4с=) + {( и}; 
(=) = 2) что либо ]=0 ‚ либо РС) == , либо # (=) =2 о. | 
6. Д-ть, что @^= би (+ <)^ = ей к УМкеЕК. 


[у . _ га дм Я +4: ›. + бы = 
7. а/ Пусть м ап на . Д-ть, что 05 А а. 


и п. | 
б/Пусть а. 70 Уп, и ба =а. Д-ть, что Фу, Че Ль, 


- & 7 я 
_ ВИ Доть, что У, Г /указание: применить б/ для а) =(|+1). 
8&* Пусть @.У0 У ие, и м (в +4.+.+ а, )=$.Д-ть, что (м. >. АГ < 


- 75 и 7”) « ки и 
9. Пусть > о Уме\м. О-те го п р ье. У ве. 
п, 


ТО* Решите задачи 167 - 172 из книги Г.Полиа и Г.Сеге, т.Г, отд.Т, гл.4, 
52. (9ти задачи не обязательны, поскольку требуют дифференциального 
исчисления, но чрезвычайно полезны|) | 


1 
ТТ. а) Д-ть, что О<е-(Т+ п+О +... +1.) < и. 1 


6) Д-ть, что е иррационально. 


